Kapitel 1.
Logik und Mengenlehre

»Piep — Piep — Piep — ... Diese Signalfolge ist wohl die kiirzeste und einfachste
Antwort auf die Frage, warum vor einigen Jahrzehnten die Mengenlehre erstmals
in den Mathematikunterricht an den Schulen aufgenommen wurde. Sie erinnert an
die Funksignale, die Sputnik 1, der erste kiinstliche Satellit, im Oktober 1957 zur
Erde sendete.! Mitten im Kalten Krieg war es damit der Sowjetunion gelungen, die
USA im Wettlauf zum Weltraum zu iiberholen. Der sogenannte Sputnik-Schock
16ste eine fieberhafte Suche nach der Ursache fiir diesen Erfolg aus und fand sie
im vermeintlich iiberlegenen Bildungssystem der Sowjetunion. Dabei stand vor
allem ein Thema weit vorne auf der Reformagenda der westlichen Industriestaa-
ten — der Mathematikunterricht in der Schule. In den USA waren bereits einige
Jahre zuvor Pléne fiir eine Reform des Mathematikunterrichts entwickelt worden.
Unter der Bezeichnung ,Neue Mathematik®, deren wesentlicher Bestandteil die
Mengenlehre war, sollten von nun an Schulkinder moéglichst frith mit abstrakten
mathematischen Begriffen vertraut gemacht werden.

Wihrend aber im Jahre 1969 im Rahmen der US-amerikanischen Apollo-11-
Mission die erste Mondlandung erfolgreich durchgefiihrt wurde, kam es hierzu-
lande fiir die Neue Mathematik eher zu einer Art Bauchlandung. Dafiir waren
eine Reihe von Griinden verantwortlich, moglicherweise auch diverse Berichte,
in denen Mathematiklehrer iiber Krankheiten klagten, die angeblich durch den
Mengenlehre-Unterricht an den Schulen hervorgerufen worden waren. Die besorg-
te Frage , Macht Mengenlehre krank?*, auf dem Titelblatt einer Ausgabe des Nach-
richtenmagazins ,,Der Spiegel“ im Jahre 1974, macht auch fiir jiingere Generatio-
nen die Dramatik jener Jahre deutlich.

Mittlerweile haben sich die Wogen der 6ffentlichen Diskussion wieder gegléttet,
was wohl auch darauf zuriickzufiihren ist, dass die Mengenlehre im Mathematikun-
terricht an den Schulen nur noch eine geringe Rolle spielt. Entscheidend fiir unsere
Zwecke ist die Tatsache, dass die Mengenlehre an den Hochschulen traditioneller
Bestandteil der methodischen Grundausbildung fiir Wirtschaftswissenschaftler ist.
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ABBILDUNG 1.1. Verschiedene Mengen von Bauklotzen

So werden etwa, im Rahmen der Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung,
FEreignisse mit Hilfe von Mengen beschrieben. Die Darstellung von Ereignissen
bzw. die Bildung neuer Ereignisse basiert damit auf den Regeln der Mengenlehre.
Das im Jahre 1944 von v. Neumann und Morgenstern veroffentlichte Werk “ Theo-
ry of Games and Economic Behavior”, das die moderne Spieltheorie begriindete,
gilt iibrigens als eines der ersten Biicher, in denen die Mengenlehre im Zusam-
menhang mit wirtschaftlichen Problemen verwendet wurde.

Es folgt ein kurzer Uberblick iiber den Inhalt dieses Kapitels. Der erste Ab-
schnitt behandelt einige Grundbegriffe der Logik. Dabei geht es insbesondere um
logische Operationen, wie Negation, Konjunktion, Disjunktion, Implikation und
Aquivalenz. Ein eigener Abschnitt ist den Tautologien gewidmet. Darunter ver-
steht man zusammengesetzte Aussagen, die immer wahr sind, unabhéngig davon,
welchen Wahrheitswert ihre Teilaussagen haben. Der dritte Abschnitt liefert dann
eine Einfiithrung in die Mengenlehre. Dazu gehoren zunédchst mengentheoretische
Grundbegriffe wie Grundmenge, Teilmenge und leere Menge. Danach werden die
wichtigsten Mengenoperationen vorgestellt — Komplement, Durchschnitt und Ver-
einigung — sowie die dazugehorigen Rechenregeln. Im folgenden Abschnitt werden
die wichtigsten Zahlenmengen kurz beschrieben. Schliellich wird im letzten Ab-
schnitt das kartesische Produkt von Mengen behandelt.
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,Die Summe zweier positiver Zahlen ist positiv“. Kein Leser dieses Buches wird
das bezweifeln. Aus logischer Sicht wiirde man hier von einer wahren Aussage
sprechen, wobei unter einer Aussage eine sprachliche Formulierung zu verstehen
ist, die entweder wahr oder falsch ist.? Die Aussage ,,Das Quadrat einer Zahl
ist negativ“ ist ein Beispiel fiir eine (offensichtlich) falsche Aussage. Die beiden
Attribute ,wahr” bzw. ,falsch® nennt man auch Wahrheitswerte. Diese werden
im Folgenden mit w bzw. f abgekiirzt. Einer Aussage kommt somit entweder der
Wabhrheitswert w oder der Wahrheitswert f zu. Eine andere Moglichkeit gibt es
nicht.> Man beachte, dass es sich bei sprachlichen Formulierungen von der Art ,,.z
ist grofler als 4 nicht um eine Aussage handelt, da hier nicht klar ist, was der
Buchstabe z bedeutet. In diesem Fall spricht man von einer Aussageform.? Diese
wird dann zu einer Aussage, wenn fiir x eine konkrete Zahl eingesetzt wird.

Logische Regeln kommen ins Spiel, wenn aus gegebenen Aussagen neue (zusam-
mengesetzte) Aussagen gebildet werden. Der Wahrheitswert zusammengesetzter
Aussagen héngt dabei nicht nur vom Wahrheitswert der Teilaussagen ab, sondern
auch von den speziellen logischen Operationen, durch die diese Aussagen mit-
einander verkniipft werden. Die wichtigsten Verkniipfungen (Operationen) sind
dabei die Negation, die Konjunktion, die Disjunktion, die Implikation sowie die
Aquivalenz. Diese werden im Folgenden kurz dargestellt.

Negation

Ist P eine Aussage, dann versteht man unter der Negation von P die entspre-
chende komplementire Aussage, das heifit das Gegenteil von P. Die symbolische
Bezeichnung dafiir ist = P.5 Betrachtet man die Aussage ,,Die Summe zweier po-
sitiver Zahlen ist positiv®, dann lautet ihre Negation somit ,Die Summe zweier
positiver Zahlen ist nicht positiv®. Die letztere Aussage ist offensichtlich falsch.
Allgemein gilt: Ist eine Aussage wahr, dann ist ihre Negation falsch, und umge-
kehrt. Dieser Sachverhalt lisst sich durch eine sogenannte Wahrheitstabelle® wie
folgt darstellen

P =P
w o f
f w

wobei P fiir eine beliebige Aussage steht. Die erste Spalte enthélt die moglichen
Wahrheitswerte fiir die Aussage P (das heifit w bzw. f), in der zweiten Spalte
findet man den jeweiligen Wahrheitswert fiir die Aussage — P.
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Konjunktion

Unter der Konjunktion zweier Aussagen P und () versteht man die zusammenge-
setzte Aussage ,, P und Q“, in symbolischer Schreibweise P A (). Da wir in diesem
Fall zwei Einzelaussagen gegeben haben, muss man bei der zugehorigen Wahrheits-
tabelle berticksichtigen, dass es jetzt insgesamt vier mogliche Kombinationen von
Wahrheitswerten gibt:

P Q PAQ
woow w
wof f
foow f
I /

Die Aussage P A @ ist also nur dann wahr, wenn sowohl P als auch ) wahr sind.
Ansonsten ist P A ) immer falsch. Ist etwa P die Aussage ,,4 ist eine natiirliche
Zahl“ und @ die Aussage “11 ist durch 2 teilbar“, dann ist die Aussage P A Q
falsch, da die Aussage @ falsch ist.

Disjunktion

Unter der Disjunktion zweier Aussagen P und @ versteht man die zusammenge-
setzte Aussage ,, P oder Q“, in symbolischer Schreibweise P V Q). Die Wahrheits-
tabelle dazu lautet:

P @ PVvQ
woow w
w f w
f w w
o f f

Die Aussage PV @ ist somit immer dann wahr, wenn mindestens eine der beiden
Teilaussagen wahr ist. Ist zum Beispiel P die Aussage ,,5 ist kleiner als 8 und @
die Aussage ,,5 ist gleich 8, dann ist die Aussage PV @ wahr, da zumindest eine
der beiden Teilaussagen wahr ist, in diesem Fall die Aussage P. Bekanntlich kann
man hier die beiden Aussagen P und @ auch durch die abgekiirzte Schreibweise
5 < 8 zusammenfassen.

Implikation

Will man von einer Aussage P auf eine Aussage ) schlieBen, dann ist eine spe-
zielle zusammengesetzte Aussage relevant, die als Implikation bezeichnet wird.
Thre symbolische Bezeichnung ist P = Q. Bei der zugehorigen Wahrheitstabelle
erkennt man, dass die Aussage P =- @ nur dann falsch ist, wenn P wahr und @
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falsch ist. Ansonsten ist P = ) immer wahr. Insbesondere ist fiir eine falsche Aus-
sage P die Implikation P =@ stets wahr, unabhéingig davon, ob die Aussage @)
wahr oder falsch ist.

P Q@ P=Q
woow w
w f f
f w w
fof w

Dieser Wahrheitstabelle kann man eine wichtige Regel fiir das logische Schlieen
entnehmen. Angenommen, die Aussage P ist wahr und ebenso die Aussage P = Q.
Dann ergibt sich unmittelbar aus der Wahrheitstabelle, dass in diesem Fall auch
die Aussage () wahr sein muss, da es ansonsten keine andere Moglichkeit gibt.
Die beschriebene Situation entspricht genau der ersten Zeile der Wahrheitstabelle
(unterhalb des Tabellenkopfes).

Fiir die Implikation haben sich verschiedene Sprechweisen eingebiirgert. Am
haufigsten ist wohl ,aus P folgt Q“ bzw. ,wenn P gilt, dann gilt Q“. Gelegentlich
findet man auch Formulierungen wie ,, P ist eine hinreichende Bedingung fiir Q“
oder auch ,,Q) ist eine notwendige Bedingung fiir P*.

Aquivalenz

Sind P und Q zwei Aussagen, dann versteht man unter der Aquivalenz von P
und @ eine zusammengesetzte Aussage, bei der zwei Implikationen kombiniert
werden, niamlich P = Q und Q = P. Bei der Aquivalenz handelt es sich um eine
Art logischer Gleichheit, die symbolisch mit P < @ bezeichnet wird. Sie ist immer
dann wahr, wenn sowohl P als auch @ die gleichen Wahrheitswerte besitzen,
ansonsten ist sie falsch. Hier ist die zugehorige Wahrheitstabelle:

P Q P&eqQ
w w w
w f f
fow f
7 w

Wie bei der Implikation sind auch im Falle der Aquivalenz verschiedene Sprech-
weisen im Gebrauch. Fiir P < @ sagt man héufig ,, P und @ sind dquivalent®, ,, P
gilt genau dann, wenn @) gilt“ oder auch ,, P ist eine notwendige und hinreichende
Bedingung fiir Q.





